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Foreword
Special issue for the 60th birthday of
Alain Lascoux
Ce nume´ro spe´cial du Journal Europe´en de Combinatoire rassemble les contributions de
nombreux auteurs qui ont voulu te´moigner de l’influence des ide´es et des travaux d’Alain
Lascoux dans le de´veloppement actuel de la combinatoire.
Depuis ses premiers articles consacre´s aux varie´te´s de Schubert, Alain Lascoux s’est
toujours inte´resse´ aux relations entre la ge´ome´trie, l’alge`bre et la combinatoire. Le calcul
de Schubert sur les Grassmanniennes me`ne en effet a` l’alge`bre des fonctions syme´triques,
et plus spe´cialement aux fonctions de Schur et aux tableaux de Young. Les fonctions de
Schur conduisent aux repre´sentations du groupe syme´trique et du groupe line´aire, des
groupes si classiques que beaucoup pensaient dans les anne´es 1970 qu’il n’y avait plus
rien a` en dire apre`s les travaux des grands anceˆtres Young, Frobenius, Schur et Weyl.
Les recherches d’Alain Lascoux, mene´es en grande partie en collaboration avec Marcel-
Paul Schu¨tzenberger, ont joue´ un roˆle essentiel dans le changement de point de vue qui s’est
ope´re´ depuis lors. Parmi les merveilles de´couvertes par ce duo singulier, citons l’alge`bre
plaxique, qui permet d’e´lucider la re`gle de Littlewood-Richardson, la charge des tableaux
de Young, qui fournit la description combinatoire des polynoˆmes de Kotska-Foulkes, les
polynoˆmes de Schubert, qui ne sont pas duˆs a` Schubert, l’interpre´tation combinatoire des
polynoˆmes de Kazhdan-Lusztig grassmanniens, le treillis enveloppant de l’ordre de Bruhat,
et une quantite´ de nouveaux objets et d’algorithmes combinatoires aux noms inte´ressants:
cyclage, catabolisme, atomes, clefs, permutations vexillaires . . .
Les onze articles regroupe´s dans ce volume montrent qu’aujourd’hui la “combinatoire
du groupe syme´trique” est devenue un carrefour ou` se rencontrent des spe´cialistes de
domaines tre`s diffe´rents, et on peut penser que la curiosite´ et l’ouverture d’Alain Lascoux
ont beaucoup contribue´ a` cet essor.
L’article de David Buchsbaum illustre l’influence historique exerce´e par la the`se
de Lascoux dans le domaine des varie´te´s de´terminantales et des re´solutions d’ide´aux
engendre´s par des mineurs. Apre`s avoir magistralement traite´ le cas de la caracte´ristique
ze´ro, Lascoux a ge´ne´reusement laisse´ aux alge´bristes la caracte´ristique p, qui vingt-cinq
ans apre`s re´siste encore. Les repre´sentations de Sn en caracte´ristique p (qu’il n’a gue`re
e´tudie´es non plus car il y a encore beaucoup a` faire en caracte´ristique ze´ro) fournissent des
exemples de codes line´aires dont Adalbert Kerber et Axel Konhert e´tudient les proprie´te´s
dans leur article.
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Cinq articles de ce volume ont pour sujet la varie´te´ de drapeaux et les polynoˆmes de
Schubert, un the`me cher a` Lascoux.
Witold Kras´kiewicz et Piotr Pragacz montrent que, de meˆme que les fonctions de Schur
admettent une interpre´tation fonctorielle en termes des foncteurs de Schur introduits par
Lascoux dans sa the`se, les polynoˆmes de Schubert sont les traces de modules de Schubert
obtenus au moyen de nouveaux foncteurs, les foncteurs de Schubert.
William Chen, Guo-Guang Yan et Arthur Yang e´tudient de manie`re combinatoire les
polynoˆmes de Schubert gauches. Ils en donnent notamment une interpre´tation en termes
de chemins et une interpre´tation en termes de tableaux.
Lascoux et Schu¨tzenberger ont consacre´ beaucoup d’efforts a` l’e´tude des intervalles
de l’ordre de Bruhat, motive´s par le calcul des polynoˆmes de Kazhdan-Lusztig et de la
cohomologie d’intersection des varie´te´s de Schubert. Dans son article, Francesco Brenti
montre comment les polynoˆmes de Kazhdan-Lusztig des intervalles initiaux peuvent
eˆtre calcule´s en utilisant uniquement la structure d’ensemble ordonne´ de ces intervalles,
re´pondant ainsi a` une question ouverte depuis plus de vingt ans.
Stephen Griffeth et Arun Ram e´tudient de manie`re combinatoire l’anneau de
K -the´orie e´quivariante de la varie´te´ de drapeaux d’un groupe re´ductif G, en le re´alisant
comme un quotient de l’alge`bre de Hecke affine. Ils prouvent plusieurs formules de
multiplication de type Pieri-Chevalley pour les polynoˆmes de Grothendieck, ge´ne´ralisant
ainsi des re´sultats de Fulton et Lascoux pour le cas G = GLn .
Anatol Kirillov et Toshiaki Maeno montrent que l’anneau de cohomologie (classique
ou quantique) de la varie´te´ de drapeaux associe´e a` un groupe de Coxeter peut eˆtre plonge´
dans une alge`bre non commutative. Ils en de´duisent en particulier une formule de Pieri
pour le type Bn ge´ne´ralisant la formule obtenue par Lascoux et Schu¨tzenberger pour le
type An .
Deux articles du volume montrent les interactions de la combinatoire et de la the´orie
des repre´sentations.
Boris Feigin, Michio Jimbo, Masaki Kashiwara, Tetsuji Miwa, Evgeny Mukhin et
Yoshihiro Takeyama donnent une re´alisation polynomiale du produit tensoriel de deux
repre´sentations de niveaux 1 et -1 de l’alge`bre affine quantique Uq(ŝl2). La preuve utilise
entre autres techniques la the´orie des bases cristallines, dont le monoı¨de plaxique de
Lascoux et Schu¨tzenberger peut eˆtre vu comme un pre´curseur pour le type A.
Maxim Nazarov e´tudie dans son article le produit d’induction de deux modules
d’e´valuation sur des alge`bres de Hecke affines de type A. Il calcule explicitement les
valeurs propres de la R-matrice trigonome´trique sur certaines composantes irre´ductibles du
produit, et en de´duit une nouvelle preuve de la q-formule des e´querres pour l’e´nume´ration
des tableaux de Young.
L’article de Christine Bessenrodt et Igor Pak est consacre´ a` l’e´nume´ration des partitions.
Il pre´sente une nouvelle me´thode pour prouver de nombreuses congruences modulo 2 de
nombres de partitions en utilisant une construction inge´nieuse d’involutions.
Quant a` Adriano Garsia et Nolan Wallach, ils e´tudient de manie`re combinatoire les
fonctions de Baker-Akhiezer pour le groupe syme´trique S2 = Z2. Ces fonctions se
trouvent eˆtre e´troitement relie´es a` la combinatoire des involutions de Sn et aux polynoˆmes
orthogonaux de Bessel.
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Pour conclure cette pre´face je voudrais citer le “Formulaire raisonne´ des fonctions
syme´triques” de Lascoux et Schu¨tzenberger (ce´le`bre cours d’informatique qui ramena vers
la combinatoire plus d’une brebis e´gare´e):
Le monoı¨de plaxique, les q-fonctions syme´triques et les polynoˆmes de Schubert ont
une place de choix dans notre avenir re´publicain (mais aussi e´cologique).
Cette pre´diction d’il y a presque vingt ans se trouve aujourd’hui amplement e´tablie. Je
sugge`re de la ve´rifier a` nouveau tous ensemble en 2014 lors d’un nouvel anniversaire.
Je remercie tous ceux qui par leurs articles ou leurs conseils ont contribue´ a` la re´alisation
de ce nume´ro spe´cial, et tout particulie`rement Piotr Pragacz et Jean-Yves Thibon.
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